. Spolecna matematika

1. Zaklady diferencialniho a integralniho poc¢tu
1.1. Posloupnosti realnych ¢isel a jejich limity

1.1.1. definice, aritmetika limit

o definice vlastni limity: Posloupnost (z,,) ma limitu L € R, kdyz

Ve>0:3InyeN:Vn:n>ny=|z,—L| <e¢

definice nevlastni limity: Posloupnost (z,) ma limitu L = oo, kdyz

VH>0:dngeN:Vn:n>ny=>2, >H

o definice nevlastni limity: Posloupnost (z,) ma limitu L = —oo, kdyz

VH<0:dngeN:Vn:n>ny=z, <H

o aritmetika limit: Necht (a,), (b,) jsou posloupnosti s limitami lim, , a, = a a
lim, , b,="0
» lim, ., (a, +b,) =a+Db, jeli viraz definovan
» lim, , (a,b,) = ab, je-li vyraz definovan
» pokud Vn > ny : b, # 0, pak lim (Z—:) = £ je-li vyraz definovan

n— 00 b

1.1.2. véta o dvou policajtech, limity a usporadani

e véta o dvou policajtech: Pro posloupnosti (a,,), (b,) a (c,,), pokud plati, ze

dngeN:Vn>ny:a, <b, <c,

a
li = li =1L
Jim a, = Jim c,
pak
li =1L
Jim
e véta o limité a usporadani: Necht (a,,), (b,,) jsou posloupnosti s limitami lim,,_, _ a, =
a a lim b, =0,

n—,oo “n

(i) a<b=3Ing:n>ny=a,<b,
(ii) Ing:n>nyg=a, <b, =>a<b

1.2. Rady

1.2.1. definice ¢astecného souc¢tu a souctu
o nekonecna rada je vyraz:

[e°]

Z n=0a; +ag +ag+ ..
=1

3

o Casteény soucet fady: Pro fadu EZO_ | On je n-ty Edsteény soucet

S =

n a;

)

-

Il
—

)

¢ definice souctu rady: Rada Z:LO: 1T ma soucet s a je konvergentni, kdyz



n
lim E a;, =S8
n—o0 —
1
nebo také

lim s, =s
n—oo n

kde s,, je ¢astecny soucet rady.

1.2.2. geometricka rada, harmonicka rada

e geometricka rada je rada:
oo
> a"
n=0

» soucet je ﬁ pro |g| < 1
¢ harmonicka rada je rada:

>
n=0 n
1.3. Realné funkce jedné realné proménné

1.3.1. limita funkce v bodé
o definice, aritmetika limit
» okoli bodu: Okoli bodu U(a,d) = (a —d,a + 9)
— okoli nekonecen definujeme jako U(+4o00,d) = (%, oo), U(—00,0) = (—oo, —%)
» definice limity: Funkce f ma v bodé h € R* limitu L € R*, kdyz

Ve>0:30>0:Vz#£h:d(z,h) <d=d(f(x),L)<e
u vlastnich limit a analogicky s fadami u nevlastnich nebo
Ve>0:30 >0:Vx:xz € P(h,d) = f(z) e U(L,¢)

pro oboji diky definicim okoli pro nekonec¢na

» vztah s usporadanim: pro funkce f a g s limitami lim,_,

(i) gl}_)ni f(z) > glcl_rgg(x) =36 >0: f(z) > g(z)Vz € P(c,0)
(ii) 36 > 0: f(z) > g(x)Vx € P(c,d) = il_}ﬁi f(z) > glﬁl_)nzg(:v)

(iii) 30 > 0: f(z) < h(z) < g(z)Vx € P(c,d) ANlim,,_,, f(z) =lim, . g(z) = A€ R* =
lim, ., h(z) = A (ekv. véty o dvou policajtech)
» limita slozené funkce: Necht A, B,C € R*, lim,_, , g(z) = B alim__, 5 f(z) = C,
navic, necht je splnéna jedna z podminek:
~ F(B) =lim,_, f(z) = C (f je spojité v B)
nebo
~3In>0:B¢g(P(An)

pak
lim f(g(z)) = C

z—A



1.3.2. funkce spojité na intervalu

e spojitost na intervalu: Funkce je spojita na intervalu, je-li spojitd v kazdém vnitinim
bodu a jednostrané spojitd v mezich

¢« nabyvani mezihodnot: Funkce spojitd na intervalu nabyva vSech hodnot mezi mezemi
intervalu

¢ nabyvani maxima: Funkce spojitd na intervalu ma na tomto intervalu maximalni
hodnotu

1.4. Derivace a jeji aplikace

1.4.1. definice a zakladni pravidla pro vypocet
¢ definice derivace:

) = fim =
e derivace mocniny:

(") = nan 1
¢ derivace soudtu:
(f+9)(z)=f(z)+ g ()
¢ derivace soucinu:
(f9)'(z) = g(z)f'(z) + f(z)g ()
» (Right dLeft, Left dRight)

¢ derivace podilu:

([) ’(x) 9(@)f"(x) — f(x)g'(x)

» (Right dLeft, Left dRight)
o derivace gon. funkeni: sin’(z) = cos(x), cos’(x)
o derivace slozené funkce: (f(g(z))) = f'(9(x))g’(x)

1.4.2. PHospitalovo pravidlo
o pro funkce f a g s vlastni derivaci v P(h,d), pro které plati bud’

lim f(z) = lim g(z) =0
z—h z—h

nebo

plati

1.4.3. vySetfeni prabéhu funkci: extrémy, monotonie a konvexita/konkavita
o extrémy: f'(z) =0

o monotonie: f'(z) > 0 = rostouci, f'(z) < 0 = klesajici

» konvexita/konkavita: f”(z) > 0 = konvexni, f”(z) < 0 = konkavni



1.4.4. Taylortuv polynom (limitni forma)

" Tfo@) = fa) + £ (@) —a) + L1

e plati, ze T = ("), (TJ’“)/ _ Tfi,la

n

(x—a)®>+..+

1.5. Integraly a jejich aplikace

1.5.1. primitivni funkce: definice a metody vypoctu

¢ definice primitivni funkce: Pokud pro funkci f definovanou na realném intervalu
(a,b) — R existuje funkce F : (a,b) — R, jejiz derivace na intervalu (a,b) je rovna f,
F'(z) = f(z),Vz € (a,b) je funkce F primitivni funkei k funkei f

o substituce:

[ fo@ng@an=| '~ ?2) o= [ foa
— Fy) +c = |y = g(a)| = Flgla)) +¢
y = g(x)

e per partes:

/uv/zuv—/u’v

1.5.2. Riemannuv integral: definice, souvislost s primitivni funkci (Newtonovym
integralem)
o déleni intervalu: D = (d;...d,,) je déleni intervalu I = [a, b], pokud plati, zZe

a=dy<dy <..<d,=0b
o dolni a horni Riemannova suma: pro funkci f na intervalu [a, b] a déleni D tohoto
intervalu na intervaly I...I,:

s(f,D) = Z]m -inf{f(z) | z € I}

S(f,D) = ZIM ~sup{f(z) | z € I}

e dolni horni Riemannuv integral: pro funkci f na intervalu [a, b]:

b
/ f=sup{s(f,D) | D je déleni [a,b]}

b
/ f=inf{S(f,D) | D je déleni [a,b]}

¢ Riemannav integral:



[r=[-]

e 1. zakladni véta analyzy: Pro Riemannovsky integrovatelnou f je a F:
T
Fo) = [ f)a

a plati

1. F je spojita na [a,b]

2. v kazdém bode z € [a, b] existuje F'(z) = f(z)

tedy: Primitivni funkce lze spoc¢itat Riemannovskym integralem

e 2. zakladni véta analyzy: Pokud je f Newtonovsky i Riemannovsky integrovatelna, jsou
si R. a N. integraly rovny.

1.5.3. aplikace
o odhady souctu fad (konec¢nych i nekoneénych)
» pro neklesajici f na intervalu [1,n]

S £k) s/"fsif(k)
k=1 1 k=2

analogicky pro nerostouci
oo

+, f(k) konverguje, kdyzz:

» pro nerostouci f : [1,00) — [0,00) Fada
b

lim f<oo
b—oo 1

e obsahy rovinnych dtvara — pouzij integral

o délka kiivky
b
/ 1+ (F @)% de

e objemy a povrchy rotac¢nich utvart v prostoru

b
V= 7r/ f(t)2de

b
S:27r/ FOA 14 (F/ (1) dt

2. Algebra a linearni algebra
2.1. Algebraické struktury

2.1.1. grupy a podgrupy, permutace
o grupa: dvojice (G, +):
1. G je uzaviend na +
G obsahuje neutralni prvek 0: Vx : x4+ 0=z
pro kazdy prvek x existuje inverzni prvek —z a plati z + (—z) =0
asociativita +
(komutativita + = Abelovskd)

Gl W



o podgrupa: grupa (P, +) je podgrupa (G, +), pokud P C G
o permutace: bijektivni zobrazeni [n] — [n]?

2.1.2. télesa a specialné konec¢na télesa
o téleso: trojice (T, +,-)
1. T uzaviené na + a -
2. (T,+,0,—z) je Abelovskd grupa
3. (T'\0,-,1,271) je Abelovska grupa
4. - distributivni vaéi +: Va,b,c:a-(b+c¢) = ab+ ac
 konec¢né téleso: téleso na konetné mnoziné prvki: Z,, kde p je prvocislo, GF(n), kde n je

mocnina prvocisla
2.2. Soustavy linearnich rovnic

2.2.1. maticovy zapis, elementarni radkové tpravy, odstupnovany tvar matice

e soustavu:

a]_]_:El + a12w2 + + aln{Bn = b].

a/21x1 + CL22.T2 + + a/2nxn - b2

A1 + Ap2T2 + .+ AynTn = bm

zapiseme jako

Gy, Qg ... aqn | by
Gy Aoy ... AN | by
1 Cma - Qo | O

e elementarni radkové upravy:
1. vynéasobeni radku nenulovym skaldrem
2. permutace radku
3. pri¢teni jednoho radku k druhému
¢ odstupniovany tvar matice:
» v kazdém radku n je pivot index p,, posledni nenulové ¢islice
» pro Vn,m ¢isla radka plati n < m = p,, <p,,

2.2.2. Gaussova a Gaussova-Jordanova eliminace, popis mnoziny reseni
¢ Gaussova eliminace: prevedeni elementdrnimi ipravami do REF
» postupné pridavame nuly od leva a zhora dola
¢ Gaussova-Jordanova eliminace: prevadime do RREF
» pivoty odecteme od vsech radka nad nimi
e rovnice ma:
» 0 feSeni, pokud rank(A) < rank(A|b) (b obsahuje pivota)
» 1 feSeni, pokud rank(A) = n (kazdy sloupec v A ma pivota)
» jinak nekoneéné mnoho reseni

2.3. Matice

2.3.1. operace s maticemi a zakladni typy matic, hodnost matice

e typy matic
» Ctvercova, obdélnikova



R 0.0

nulova 0 = | ¢ -

0 ..0
R 10 .. 0
jednotkova I = (_J 1 N ?
00 .. 1

» symetrickd A = AT
e operace

» sEtani (4 : R™X" x R™Xn 5 R™*n): (A4 B),. = A, + B,
» nasobeni (- : R™*"™ x R™P — R™*P): (AB),; = 22:1 Aji - By;
» nasobeni skalarem?
» transpozice AT
o hodnost matice rank(A) = pocet sloupcu s pivoty v REF

2.3.2. regularni a inverzni matice
e regularni matice

1. ma inverzi

2. AeT™™ :rank(A) =n

3. A~~1

4. Ax = 0 mé pouze triv. feseni = 0
e inverzni matice A~}

(A [T) ~~ (L] A7)
2.4. Vektorové prostory

2.4.1. vektorovy prostor, linearni kombinace, linearni zavislost a nezavislost,
linearni obal, systém generatorta
o vektorovy prostor (V,+, ) nad télesem (T',+, )
1. (V,+) je Abelovska grupa
2. nasobeni skalarem je asociativni a distributivni
3. nasobeni nulou a jednickou déla co ma
¢ podprostor: neprazdnd podmnozina V uzaviena na + a -
o linearni kombinace: Pro vektory v;...v,, je libovolna E? a;v;, kde ay...a, €T
« linearni obal: span({v;...v,, }), prunik vsech podprostort, které obsahuji {v;...v,, }
({W :3(ay...a,) W= Z:L aivi})

 linearni nezavislost: Z:L a;b, = 0 ma pouze trividlni feseni a; = ... = a,, =0

n

2.4.2. Steinitzova véta o vyméné, baze, dimenze, souradnice

e lemma o vymeéné: v systému generatoru {c,...c, } 1ze nahradit vektor ¢, vektorem v =
3. a;c;, pokud ay, # 0

¢ Steinitzova véta o vyméné: pro mnozinu vektort B z vektorového prostoru V a
mnozinu vektoru C, kterd generuje V muzeme sestrojit mnozinu D takovou, ze |D| = |C],
B C D, D generuje Va D\ BCC

e baze vektorového prostoru V je linedrné nezavislda mnozina vektort, které generuji V'

o dimenze vektorového prostoru V je velikost libovolné baze

« vektor soufadnic [v]g vektoru v v bazi B obsahuje koeficienty linearni kombinace
bézickych vektort B, kterd tvori v



2.4.3. vektorové podprostory, zejména maticové (fadkovy, sloupcovy, jadro) a
jejich dimenze

e jadro ker(A) matice A je mnozina reseni Ax = 0

o tadkovy a sloupcovy prostor jsou prostory generované radky a sloupci matice

e pro matici A € T"™*", dim(ker(A)) + rank(A) =n

o dim(R,) = dim(S,) = rank(A)

e 7 toho plyne rank(A) = rank(A7T)

2.5. Linearni zobrazeni

2.5.1. definice, maticova reprezentace linearniho zobrazeni, matice slozeného
zobrazeni
o definice linearniho zobrazeni: U a V jsou vektorové prostory, f : U — V je linedrni
zobrazeni, pokud:
1 fu+v) = f(u) + f(v)
2. f(t-v) =t f(v)
« maticova reprezentace linearniho zobrazeni: A € T"*" f:T" —T™, f(u) = Au
¢ matice linarniho zobrazeni vzhledem k bazim: f: U — V k bazim B a C je

| |
flpc = | Fb)lg - [f(ba)l,

poté

nebo Hladikovsky:

« matice sloZzeného zobrazeni:
» AeT™n" BeT*P
» [T T g: T — TP
+ f(u) = Au, g(u) = Bu
» = g(f(u)) = BAu

2.5.2. obraz a jadro linearnich zobrazeni
e obraz linedrniho zobrazeni: pro zobrazeni f: U —» V, {f(u) |[ue U} CV
e jadro linearniho zobrazeni: pro zobrazeni f: U — V, {ue U | f(u) = 0}

2.5.3. isomorfismus prostori

e zobrazeni f: U — V je isomorfismus prostorti U,V s bazemi B,V kdyzz [f]|p ¢ je
regularni

2.6. Skalarni soucin

2.6.1. skalarni soucin, norma indukovana skalarnim soucinem
o skaldrni souéin: V nad C, (a | b) : V xV — C

L (v|v)eR]

2. (v|v)y=0&v=0

3. (u|vy=(v|u)

4. (u+v|w)y=(u|w)+(v|w)



5. (av | u) = a(v | u)

6. (u|v)=0Au#v = vektory jsou kolmé
e norma indukovana skaldrnim soucinem: |v| = /(v | v)
« (u|v)=|uf-|v]-cose

2.6.2. Pythagorova véta, Cauchyho-Schwarzova nerovnost, trojihelnikova
nerovnost

o vektory u, v jsou kolmé, pokud (u | v) =0

o Cauchy-Schwarzova nerovnost: [(u | v)| < |u| - |v| (intuice: cosp € [—1,1])

 trojuhélnikova nerovnost: |ul + |v]| > [u+ V|

« Pythagorova véta: pro kolmé vektory plati: [u+ v|? = |u|? + |v]?

2.6.3. ortonormalni systémy vektora, Fourierovy koeficienty, Gramova-
-Schmidtova ortogonalizace
e ortonormalni systém vektort: vsechny vektory jsou vzajemné kolmé a délky 1
¢ Grahamova-Schmidtova ortogonalizace: pro bazi B
1. O < {b;} odstranim b, z B
2. dokud neni B prazdné:
1. vezmu b z B
2. b, + projekce b do O
3. b, b—Db,
4. O+~ O0U{b,}

(ortonormalizace jesté pridavané vektory zkracuje na jednotkovou délku)
o Fourierovy koeficienty: pro ortonormalni bazi B = (b,...b,,) prostoru V' a pro kazdy
vektor v z V plati:

v=(v|by)b;+..+(v|b,)b,

2.6.4. ortogonalni doplnék, ortogonalni projekce, projekce jako linearni zobrazeni

o ortogonalni projekce: pro vektor v a bazi B = {b,,...,b,, }:

Z (v | z)bi
il LY

« ortogonalni dopliiek: podmnoziny V prostoru U: V: ={ucU:VveV:ul v}

e projekce je linearni zobrazeni

2.6.5. ortogonalni matice a jejich vlastnosti

e spise ,ortonormélni“

e tvorend napr. sloupci ortonormalni baze

e unitarni matice na R

e uzaviené na soucin

e AHA=T(ATA=1)

. A—l — AT

e zobrazeni dané ortogondlnimi maticemi je isometrie

2.7. Determinanty

2.7.1. definice a zdkladni vlastnosti determinantu (multiplikativnost, determinant
transponované matice, vztah s regularitou a vlastnimi ¢isly)

e S, grupa permutaci na mnoziné [n]



suma soucinu diagondl matice vynasobenych znaminkem permutace pres vSechny
permutace sloupcu

det A = Z sgn pﬁ @i (i)
i=1

pES,
det A = det AT
permutace p sloupctt méni znaménko determinantu podle sgn(p)
» to samé pro radky
dva stejné fadky = det A = 0 (permutace lze poparovat tak, aby pro pary platilo ¢ = p o
(k,1), pary se lisi pouze znaménkem a vzajemné se odectou)
vynasobeni radku skalarem vynasobi determinant skalarem

—tb —|=t-|— b —

seCteme-li fadek dvou matic lisicich se o fadek, secteme jejich determinanty

- a — —a — —a —
—b1+b2—:—b1_+_b2—
- ¢ - - c — - c —

pri¢tenim ¢-nasobku jednoho fadku k druhému nezménime determinant

—=r
— a — —a — —a —
—b+t-c —|=|—b —|+t-|—c —
— c - —c — —c —

» d4 se délat i se sloupci (det A = det AT)
det(AB) = det A det B
» rozlozeni na elementarni operace

>
soucet radku neméni determinant a =1

S O =
o = O

0
1
1

I
w

>
nasobeni radku skalarem néasobi determinant skalarem a

o O =
o w o
= o O

matice je singularni kdyzz det = 0

2.7.2. Laplacetiv rozvoj determinantu

vybereme 1adek i:

det A =) a;(—1)™7 det A%
j=1

kde A% je matice bez i-tého faddku a j-tého sloupce

15
L[ 1\242
\+3<1> 33‘

o 1\2+3
+0-(=1)*3 |,

W DN =

Tt W N

w O Ot
Il
[\G)
T
—t
~—
S
+
=

2.7.3. geometricka interpretace determinantu

znaminkovy obsah rovnobéznosténu daného vektory ve sloupci matice



2.8. Vlastni ¢isla a vlastni vektory

2.8.1. definice, geometricky vyznam a zakladni vlastnosti vlastnich cisel,
charakteristicky polynom, nasobnost vlastnich cisel

e pro f:V =V, vlastni €isloje A€ T :Ive V\O: f(v) = Av

e pro f:V — V, vlastni vektor je ve V\O: f(v) = Av

e mnozina vlastnich ¢isel = spektrum

¢ geometricka nasobnost \: dimenze podprostoru vlastnich vektoru

 diagonalni matice — ¢isla na diagondle jsou A, vektory kanonické béze (1,0,0...) jsou

vlastni

o vlastni vektory jednoho A tvori podprostor

o vlastni vektory rtiznych A jsou linedrné nezavislé

e matice muze mit max. n vlastnich ¢éisel (max. pocet podprostori)

2.8.1.1. charakteristicky polynom

o pa(z) =det(A — zI)

o kofeny py () jsou A
» 0=Av—)v=(A—-A)ve A— ) je singularni < 0 = det(A — AI) = p, (N)
» algebraicka nasobnost A = kolikrat lze p, () beze zbytku vydélit (xz — A)

2.8.2. podobnost a diagonalizovatelnost matic, spektralni rozklad
o podobné matice — matice stejného zobrazeni, vii¢i jiné bazi
» flss=ldle s [floc- [idps
» jinymi slovy: A = R™!BR
» podobné matice maji stejnd A se stejnymi geometrickymi a algebraickymi nasobnostmi
o algebraicka nasobnost > geometrické nasobnosti
o diagonalizovatelna matice je podobna s diagonalni matici
» < vlastni vektory tvori bazi T™
« A¥ =R 'D*R

2.8.3. symetrické matice, jejich vlastni ¢isla a spektralni rozklad

 pro symetrickou matici A existuje ortogonalni R takové, e R"'AR je diagonalni
o zapis A = RDRT je spektralni rozklad

2.9. Positivné semidefinitni a positivné definitni matice

Definice a vlastnosti slouceny, rozdily znaceny: positivné definitni a positivné semidefinitni

2.9.1. charakterizace a vlastnosti, vztah se skalarnim soucinem, vlastnimi cisly
o definice: symetrickd A je P(S)D, kdyzz vI AvZ0
« P(S)D = ;20 . diagondla
o Gramova matice: v ATu? = (u | v)
» pro bazi B = (by, by, ...,b,), a;; = (b, | b))
» PD matice = Gramova matice néjakého V'
e« YA: A0
e Jreguldrni matice U : UTU = A

2.9.2. Choleského rozklad (znéni véty a praktické pouziti)

Uy Uy Ugs

PD = jednoznacnd U = | 0wy uy | s uy; >0, tz. UTU = A = Choleského rozklad
0 0 wug

e u;; = ,/a;;, dile dopoc¢itdm a,y, a3, ..., @9y, ... jednoznacné, aby vychazel soucin



3. Diskrétni matematika

3.1. Relace

e bindrni RC X XY, obecnée RC X XY X ...
o reflexivita: Va : aRa

e symetrie: Va,b: aRb < bRa

o antisymetrie: Va,b:a # b= (aRb < bRa)
e transitivita: Va,b,c: aRb AbRc = aRc

3.2. Ekvivalence a rozkladové tridy
o ekvivalence: symetricka, reflexivni a transitivni relace
o rozkladové tridy: R[z|:= {z | zRy}

> Rlz] = R[y] < R[z] N R[y] # 0

» {R[z]|Vz} jednozna¢né urcuje R

3.3. Céastedna uspoiadani

e usporadani: antisymetrickd, reflexivni a transitivni relace

e x,y jsou porovnatelné < xRy V yRx

o linearni usporadani: Vz,y : xRy V yRz (vs. Casteéné)

o ostré usporddani: (neni usporadani z definice), pfiddme ireflexivitu

o zdkladni pojmy (minimélni a maximalni prvky, nejmensi a nejvétsi prvky, retézec,
antiretézec)

e minimalni: neexistuje mensi (Ay : y < x)

o nejmensi: je mensi nez vSichni ostatni (Vy : z < y)

e maximalni: neexistuje vétsi (Ay : y > x)

e nejvetsi: je vétsi nez vsichni ostatni (Vy : z > y)

o Tetézec: Y C X :Vx,y€Y :zRyV yRzx

o antifetézec: Y C X :Vz,y € Y : =(zRy V yRz)

o vyska a sirka ¢astecné usporddané mnoziny a véta o jejich vztahu (o dlouhém a Sirokém)
» vyska: w max. velikost Tetézce
» Sirka: a max. velikost antifetézce
» o w > | X, max(a,w) > /| X]|
» Erdés-Szekeres: V posloupnosti x;...z,2,; riznych ¢isel 3 vybrand monoténi

podposloupnost délky n

3.4. Funkce

relace f je funkce, pokud f: X - Y, Ve e XIyeY :zfy: f(x) =y
o typy funkei (prostd, na, bijekce)

o prosta (injektivnil) f: Vz,y: f(z) = fly) =z =y

e na (surjektivni) f:Vy3z: f(z) =y

¢ biijektivni prostd a na

e pocty ruznych typu funkci mezi dvéma koneénymi mnozinami

» bijekce: stejné velikosti mnozin, pocet fci je pocet permutaci, | X|! = |Y|!
» prosté: pro kazdou z X vybirdm jednu hodnotu z Y bez opakovéani, zavisi na poradi
|y X1

» na: pro kazdou z Y vybiram jednu hodnotu z X s opakovanim, zavisi na poradi

3.5. Permutace a jejich zdkladni vlastnosti (pocet a pevny bod)
o permutace: bijekce 7 : [n] — [n]



e pocet permutaci: n!
e pevny bod: i: (i) =i

3.6. Kombinacni Cisla a vztahy mezi nimi, binomicka véta a jeji aplikace
i

e kombinacni cislo:
(n)i_n_k_ n! ~n-(n—1)-...-(n—k+1)
k) k' kl(n—k)! k-(k—1)-..-1

e pocet k-prvkovych podmnozin mnoziny velikosti n
« (0 =10G)=L01)=n()=(0")
o () ="+ (o) #(kl C A) =4Ikl € AN {a}) + #((k— 1] € A\ {a})) U{a})

e binomicka véta:

T "= (" gk
(z+y) ;(k) y
e 2"=(1+1" =3 (3)-1-1
. (1 )"—Zn (—1)’“(2)
3.7. Princip inkluze a exkluze

o PIE: pro mnoziny 4,...A,,

| = ( k+1z

k=1 IE([n])

A

el

¢ Dkl: A= U?zl A,
» kolikrat leva a pravd Y zapocitd libovolné a € A?
»leva L =1
» prava: t:=#i:a € A,

Z ﬂAiﬂ{a} =

(,’;) pokud k < ¢

{0 pokud k > t

re(tyleel
P ;(_l)kH(D
P=—-3 1)
P (Ser()- ()
P=—(0-1)
P=1
o Dk2:

c _ JOpokud z ¢ A
A() " 11 pokud z € A

1—CA<—>Z
cy-cg+ANB

1—(1—cy)-(1—cg)>ANB=AUB



i=0 k=0 Ie([z]) el
[Ta—c)=1+> (-1)F ¢
=0 k=1 IG([Z]) el
(1_61,):1_2( 1)k+1 Z HC’L

=0 k=1 IE([Z]) el
n n

1-Tla—e) =30 3 [l
i=0 k=1 Ie(["]) el

o pouziti (problém Satnarky, Eulerova funkce pro pocet délitelu, pocet surjekei)

3.7.1. problém satnarky
Sy = #H{m: [n] = [n] | Vi:7(i) # i}

o S, =F{m:[n] = n]} —##H{m:[n] = [n]: Fiy : 7w(iy) =i} +#{m: [n] = [n] : Fiy,ip 14y #
ig 1 w(iy) =iy, (i) =iz} — ...

" - n! (=1 nl
e at )"_k)!:z(_l)kﬂzn!;)(k!) ~e

3.7.2. Eulerova funkce pro pocet délitela

¢ ani ndhodou

3.7.3. pocet surejkci
o #{f M > N}—#{f: M > N |3In,:VmeM: f(m)#n,}+..

. n—1

> Dr( )=k

k=0
en—L{f:M—>N|VmeM: f(m)gN}=10

3.8. Hallova véta o systému ruznych reprezentanta a jeji vztah k parovani v
bipartitnim grafu

o Hallova véta: pro bipartitni graf G = (V, E) s partitami A, B

G mé parovani velikosti |[A| VX CA: [{ye V\X:3z € X : {z,y} € E}| > |X]
« princip dukazu a algoritmické aspekty (polynomiélni algoritmus pro nalezeni SRR) TODO

4. Teorie grafti

4.1. Zakladni pojmy teorie grafi

o graf. G=(V,E),EC (})

e orientovany: E CV xV

o isomorfismus grafi: G, = (V}, E;) a Gy = (V4, E,) jsou isomorfni kdyzz

3 bijektivni f: V] = V,: Vu,v eV, : {u,v} € E; < {f(u), f(v)} € Ey
¢ podgraf: G, = (V;D,Ep) grafu G = (V,E): V, CV,E,CE
¢ indukovany podgraf: G, = (Vp,Ep) grafu G = (V,E): vV, CV,E,=EN (‘2/)
e okoli vrcholu: v v grafu G = (V,E) je{u € V | {u,v} € E}
o stupen vrcholu: v grafu G = (V, E) deg(v) = |[{u € V | {u,v} € E}|
« doplndk grafu: G = (1_/, E) grafu G = (V,E): V=V,E = (‘2/) \ F



o bipartitni graf: 3L, P: LNP=0,LUP=V,Ve€ E:|leNL|=]eNnP|=1

4.2. Zakladni priklady grafa

o Uplny graf: K, = ([n], ([g]))

e Uplny bipartitni graf: K,, , = (LU P, {{l,p} |l € L,p € P}),|L| =m,|P|=n
o cesta: P,([n]y, {{#,i+1} |0<i<n})

e kruznice: C, ([n — 1]y, {{i,i + lmodn} | 0 < i< n})

4.3. Souvislost grafti, komponenty souvislosti, vzdalenost v grafu
o relace dosazitelnosti: u ~ v kdyzz 3 cesta mezi u a v v grafu G

e souvisly graf: Vu,veV :u~wv

« komponenta souvislosti: podgraf indukovany tiidami ekvivalence ~
o vzdéalenost: d(u,v) délka nejmensi cesty mezi u a v

4.4. Stromy
e ekvivalentni charakteristiky stromu
1. souvisly acyklicky
minimélni souvisly
maximalni acyklicky
(Eulerova formule) souvisly a |[E| + 1 = |V]|

Al

. Yu,v € V3! cesta mezi u a v — jednoznacné souvisly
o list = vrchol deg(v) =1
o kazdy strom velikosti > 2 ma alespon 1 list

4.5. Rovinné grafy
e rovinné nakresleni:
» vrcholy jsou body v R?
» hrany jsou oblouky f : [0, 1] — R? spojit4 a prosta
» hrany nemaji spolecny bod
» vrcholy se nachézi pouze na téch hranach, které ukoncuji
e rovinny graf mé rovinné nakresleni
e rovinny na sfére <= rovinny (bijekce pres polopfimky ze severniho pélu (pokud je na
severnim poélu bod, 1ze sféru otocit o €))
o sténa: oblast ohrani¢ena hranami
» specifické pro nakresleni, ne pro graf

4.6. Eulerova formule a maximalni pocet hran rovinného grafu (dukaz a pouziti)
e v+ f=e+2

o pro strom plati (v+1=e+2)

e priddnim hrany pridame i sténu

4.7. Barevnost graft
e obarveni: c¢:V — [k] t. z. V{z,y} € E : c(x) # ¢(y)
e barevnost: x(G) := min{k | 3¢ : V — [k], ¢ je obarveni}
o vztah barevnosti a klikovosti grafu
» klikovost: w(G) := max{k | K, C G}
> X(Ky) =k
> X(G) 2 w(G)



4.8. Hranova a vrcholova souvislost grafi

hranovy Fez: mnozina F' C E takova, ze (V, E \ F) je nesouvisly
vrcholovy fez: mnozina C' C V takova, ze podgraf indukovany V' \ C' je nesouvisly
hranova souvislost: k) = min{|F|; F' C E, F je hranovy fez}

. . in{|C|;CCV,C je vicholovy ¥ G#K
vrcholova souvislost: k) = min{[C] Je vreholovy fez} pro G2K,,
v(G) n—1 pro G=K

hranova a vrcholova verze Mengerovy véty

» Mengerova hranova véta: k. ) = n < Vu, v : existuje n hranové disjunktnich cest
mezi u a v

» Mengerova vrcholova véta: k) > n < Vu, v : existuje n cest mezi u, v disjunktnich
aznauav

4.9. Orientované grafy, silna a slaba souvislost

orientovany: E C V x V — hrany jsou usporadané dvojice
silna souvislost: mezi vrcholy existuje orientovana cesta
slaba souvislost: vrcholy jsou souvislé v podkladovém neorientovaném grafu

4.10. Toky v sitich

5.

sit: orientovany graf (V,E), ¢ : E — R} funkce kapacit, a vrcholy z zdroj a s stok
tok: f: E — R}

1. Vee E: f(e) < c(e)

2. VoeVN\{zgs}: >~ flw)=> . flou)

- FH0) = e f(u0) — piftok

> [T(0) =3 e S (vu) — odtok

» fAW) = fH(v) — f(v) — prebytek

» jinak feceno 2. Vv € v\ {z,s} : fA® =0

existence maximalniho toku (bez dukazu)

» v kazdé siti existuje pravé jeden nebo nekoneéné mnoho maximalnich toku
— ze dvou lze vzdy vytvorit treti zpraumérovanim hran, které se lisi

» velikost maximéalniho toku je rovna velikosti minimalniho fezu

» v celociselné siti je max. tok celociselny

princip hleddni maximélniho toku v siti s celo¢iselnymi kapacitami (naprfiklad pomoci

Ford-Fulkersonova algoritmu)

» viz ADS

Pravdépodobnost a statistika

5.1. Pravdépodobnostni prostor, nahodné jevy, pravdépodobnost

pravdépodonostni prostor: trojice (Q, F, P)
» () — mnozina elementarnich jeva
» F C P(Q2) — prostor jevu (typicky P(Q))
1.0eF,QeF
2. AceF = A =Q\AecTF
3. Ay, Ay €T =2 U A €T
» P: ¥ —[0,1] — pravdépodobnost
1. PQ)=1,P(l)=0
2. P(U;S, A; = X272, P(A;) pro po dvou disjunktni Ay, Ay... € F
zékladni pravidla pro pocitani s pravdépodobnosti
» P(A)+ P(A%) =1



» ACB= P(B\A)=P(B)— P(A)= P(A) < P(B)
» PLAUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)
» P(A;UA,...) < Zl P(A,)
e mnezavislost ndhodnych jevii, podminénd pravdépodobnost
» jevy A a B jsou nezavislé, pokud P(AN B) = P(A) - P(B)
» P(A| B) = P(AnB) ypravdépodobnost A za predpokladu B“

P(B)
» Bayestv vzorec: pro rozklad @ = B, N B,...

P(A] B;) - P(B))

J

2., P(A| B)-P(B)

P(B; | A) =

5.2. Nahodné veli¢iny a jejich rozdéleni
e (diskrétni) ndhodna veli¢ina: X : @ — R, pokud (Im(X) je spocetna) a pro vSechna x
z R plati:

{we: X(w)=z}eF

5.2.1. popis pomoci funkci

+ pravdépodobnostni funkce: py : R — [0,1] : py(,) = P{X = }) (pro d. n. v.)

o distribuéni funkce: Fy : R — [0,1] : Fy(,) = P(X <z) = ( €N: X(w) <z
1. Fx je neklesajici

2. lim, o Fx(p) =0
4. zprava spojita Fx(, ) = Fx(y)

 hustotni funkce: fyx : R — R{ : Fx(a) f fX t)dt (pokud existuje, n. v. je spojita)
1. P(X=2z)=0 VzeR
2. Pa<X<b)= ffX t)dt Va<beR
3. Fx je spojita

5.2.2. stfedni hodnota
¢ stredni hodnota diskrétni n. v.:

¢ linearita stfedni hodnoty
» E(X+Y)=E(X)+E(Y)
» E(a- X +b) =aE(X)+b
e stfedni hodnota soucinu nezavislych veli¢in
» diskrétni n. v. jsou nezavislé, pokud: P(X =z AY =y)=P(X =xz)P(Y =y)
» pro nezavislé d. n. v. plati: E(X -Y) =E(X) - E(Y)
e Markovova nerovnost: pro X >0 a a € R*:

E(X)

P(X>a)<



5

5.

.2.3. rozptyl

rozptyl: var(X) = E((X — EX)?)

. = E(X?) — E(X)?

vzorec pro rozptyl souctu (zavislych ¢i nezavislych velicin)
» var(aX + b) = a? var(X)

2.4. prace s konkrétnimi rozdélenimi

geometrické (dzbanové) — kolikrat musim dojit se dzbdnem pro vodu, nez se ucho utrhne

» X ~ Geom(p) (p je pravdépodobnost, ze se ucho utrhne pri kazdé vypravé pro vodu)

» px(k) = (1 —p)*1 . p ((k — 1)-krat dojdu pro vodu bez utrzeni a jednou s utrzenim)

» E(X) =

» var(X) = %

binomické (multidzbanové) — pocet dzbanu, které spotiebuji pro n vyprav pro vodu!

» X ~ Binom(n, p)

» Pxry = (3)p k(1 — p)"* (k-krat dojdu pro vodu a ucho utrhnu, n — k-krat ho neutrhnu,
existuje () zpiisobil, jak posloupnost takovych cest mohla vypadat)

» E(X) = np (pokud jeden dzban vydrzi v pruméru 5 cest, pouziju T dzbénu)

- var(X) = np(1 - p) ”

Poissonovo (opravarovo) — kolik nosi¢u prijde za den k opravafi nechat prilepit ucho

» X ~ P01s()\)

'pX():kle)\

» E(X)=2A

» var(X) = A

» intuice: lim
dzbany)

standartni normalni

» X ~ N(0,1)

» fx@) = ¢(@) = =e7 7

»r Fx =@

» E(X) =0, var(X) =1

normalni

» X~ N(Nﬂ U)

» N(u, ) N(,1)-c+p

> fx=50(5H)

» E(X ) u, var(X) = o2

exponenciélni (opravarovo ¢ekaci) — jak dlouho ¢ekd opravar, nez dorazi dalsi nosi¢

» X ~ Exp

> prox <0
Ae=2% pro z > 0

oo Binom(n, %) = Pois(\) (mdme n nosic¢u, kteri maji n-krat kvalitnéjsi

> P _ prox <0
X(=) — 106 Az pro x > 0

» B(X) = %

. var(X =55

lvodu ve dzbdnu, jehoz ucho se utrhlo, donesu domu (protoze takovy dzbén se d4 stéle drzet obéma

rukama), ale je to otrava, takze si doma vezmu novy



5.3. Limitni véty

5.3.1. zakon velkych éisel
o stejné rozdélené X;... X, :
e X, =1(X;+..+X,)
e silny:
P( lim X, = E(X)) —1
T—00
o slaby:

lim P(]X, —E(X)|>¢) =0

T—00

5.3.2. centralni limitni véta
o stejné rozdélené X;...X,, s E(X) = p a var(X) = o?

. (X;+...+X,) —np
}/n =
Vn-o
. ILm F, (z) =®(z) VzeR

5.4. Bodové odhady

¢ alespon jedna metoda pro jejich tvorbu
e vybérovy priumér a rozptyl
> X, = %ZZ X;
— konzistentni nestranny odhad u
+ 5, =1y (x,-%,)°
n 1
— konzistentni asymptotiZCky nestranny odhad o?
8=, (4 X
— konzistentni nestranny odhad o2
« metoda momentt
- m, (6) = E(X(0)")
= LA
» FeSime soustavu rovnic m,.g) = M, pro ruznd r
« maximum likelihood estimate
» pro realizaci ndhodného vybéru z = (z;...z,) vybirdme hodnotu 6, pro kterou je
pravdépodonost tohoto vybéru nejveétsi
» maximalizujeme L(z;6) podle 6

- . _ pX(:It;H) - H[ pXI (.’1/'[-', 9)
L(z;0) = {fX(m;m 1T fy (@i0)

5.5. Intervalové odhady
e metoda zalozena na aproximaci normalnim rozdélenim

» odhadujeme N(6,02), zndme o2, hleddme 6

— o
X o ——
:I:zE \/ﬁ

— za = ® (1~ 5) — kvantilova fce N(0,1)
— pri dostatecéné velkém n to plati diky CLV i pro libovolné rozdéleni
» odhadujeme N (6,0?), nezndme o ani 0



0+t Sn

3 \/n
X-— . ; (1% Tz ‘ 1.
— ==£ uz neni normalné rozdélend n. v., ale ma studentovo rozdéleni s pdf ¥, _, ()
T%
~te = ¥, 1, (1 — %) — kvantilové fce studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti

5.6. Testovani hypotéz
o zidkladni pristup
» H, — nulovd hypotéza
» H, — alternativni hypotéza
» zamitame ¢i nezamitame nulovou hypotézu
e chyby 1. a 2. druhu
» chyba 1. druhu — trapas (hldsime zajimavst, i kdyz nenastala)
» chyba 2. druhu — promarnéné piilezitost (nehldsime zajimavst, i kdyz bychom mohli)
¢ hladina vyznamnosti
» pravdépodobnost chyby 1. druhu, typicky a = 0.05

6. Logika

6.1. Syntaxe

o znalost a prace se zdkladnimi pojmy syntaxe vyrokové a predikitové logiky (jazyk,
oteviena a uzavrend formule, instance formule, apod.)

e jazyk vyrokové logiky — mnozina vSech prvovyroku, =, A, V,—, <, (,)

« jazyk predikatové logiky — signatura (R, F), (=)7 , symboly volnych proménnych,
logické symboly

e otevrena formule — neobsahuje kvantifikdtory

e uzaviena formule — neobsahuje volné proménné

e instance — dosazeni za volnou proménnou

o teorie — libovolna spocetna (ne nutné kone¢nd) mnozina vyroki

e term — cokoliv co nevraci bool (proménnd, funkce nebo konstanta)

6.1.1. normalni tvary vyrokovych formuli
e PNF - (Q2,)(Qy25)...(Q,x,, )¢, kde ¢ je oteviend
» prevod vytykanim
1. ~(Qa)(¢) ~ (Q2) (~p)
2. (Qz)(p) NP ~ (Qz)(p A )
3. (Qz)(p) VY ~ (Qz)(p V)
e CNF - konjunkce disjunkei literdla (p V=gV s) A (=) A (=sV )
» literdl — p, —p
» klauzule — disjunkce literdlu
» prevod ekvivalentnimi tpravami
o DNF - disjunkce konjunkei literalt (p A =g As)V (—r) V (=s A )
» prevod ekvivalentnimi dpravami
e pouziti pro algoritmy (SAT, rezoluce)
» rezoluce i SAT pouzivaji CNF

6.2. Sémantika
¢« model teorie
» VL: ohodnoceni prvovyroku, ve kterém plati vsechny axiomy teorie



» PL: struktura (A, R4, F) uréujici universum 4 a implementaci rela¢nich a funkénich
symboli, ve které plati vSechny axiomy teorie
e pravdivost, 1zivost, nezavislost formule vzhledem k teorii
» formule je pravdiva, pokud plati ve vSech modelech teorie (vSechna ohodnoceni, které
splnuji teorii, splnuji i formuli)
» formule je 1ziva, pokud neplati v Zddném modelu teorie (vSechna ohodnoceni, které
splnuji teorii, nesplnuji formuli)
» formule je nezavisla, pokud plati v nékterém modelu a v jiném ne
¢ splnitelnost, tautologie, dusledek
» formule je splnitelna, pokud neni 1ziva
» formule je tautologie, pokud je pravdiva v logice (p V —p)
e analyza vyrokovych teorii nad kone¢né mnoha prvovyroky
» prosté to zanalyzujes ne? tablem? mozna?

6.3. Extenze teorii
e extenze E teorie T je takova teorie, ve které jsou pravdivé alespon ty modely, které jsou
pravdivé v T'
» konzervativni — neméni mnozinu dasledka (pravdivych modeli) v puvodnim jazyce
(ale muze pridavat nové dusledky nad novymi symboly)
» jednnoducha — neméni jazyk
¢ schopnost porovnat silu teorii
» stronk
o skolemizace
» PNF — otevfena formule
- (vVa)(p(@)) ~ p(a)
— (Fz)(¢(z)) ~ p(c) (novy konstatnti symbol)
~ (Y2)(3y)(9(2,9)) ~ 9, f(z)) (nov§ funkeni symbol)

6.4. Dokazatelnost
e pojem formalniho dukazu, zamitnuti
» diukaz je mechanicky ovéritelny certifikat o tom, ze ¢ plati, provedeny na syntaktické
drovni
» zamitnuti je dukaz sporu, protipriklad
 schopnost prace v nékterém z formalnich dokazovacich systému (napf. tablo metoda,
rezoluce, Hilbertovsky kalkul)
» tablo
PNy —p—1p
VY <i
— (Vx)p(z) — p(z/t;) — vSechny existujici termy
— (Fz)p(z) —@(x/c;) — novy konstantni term

6.5. Véty o kompaktnosti a Giplnosti vyrokové a predikatové logiky

e znéni a porozumeéni vyznamu

e pouziti na prikladech, dusledky

e véta o kompaktnosti: teorie ma model kdyzz kazda jeji konecna ¢ast ma model

e vétu o uplnosti Bulinova skripta v tomto kontextu nezminuji, v obecnosti iplnost
znamena, ze umime dokazat vSechné pravdiva tvrzeni



6.6. Rozhodnutelnost
e teorie je rekurzivné axiomatizovatelna <« 3 algoritmus ovéfujici axiom ¢ € T
o teorie je rozhodnutelna, < 3 algoritmus, V¢ dobéhne, ovéri T F ¢
e teorie je ¢asteéné rozhodnutelnd, < 3 algoritmus Vo ovéii T F ¢, pro T ¥ ¢ nemusi
dobéhnout
o teorie je kompletni, pokud je bezespornda a kazda uzaviend formule je pravdiva nebo lziva
e RA => castecné rozhodnutelnd
¢ RA 4+ kompletni => rozhodnuteln
¢ pojem kompletnosti a jeji kritéria, vyznam pro rozhodnutelnost
» w-kategorické kritérium kompletnosti
— ani ndhodou
o priklady rozhodnutelnych a nerozhodnutelnych teorii
» nerozhodnutelné - Halting problem, Hilbertuv desaty problém

. Spolec¢na informatika

1. Automaty a jazyky

1.1. Regularni jazyky
e deterministicky a nedeterministicky kone¢ny automat
» DFA: (Q,%,9,qy, F)
— @@ — mnozina stavu
— X — abeceda
- 0:Q x X — @ — prechodova fce
— gy € @ — pocatecni stav
— F C Q — mnozina koncovych stavii
» NFA: (Q,%,6,Q,, F)
— @ — mnozina stavu
— Y — abeceda
- 6:Q x X — P(Q) — prechodova fce
- @y C @ — mnozina pocatecni stavii
— F C Q — mnozina koncovych stavi
e regularni gramatiky
» prava linedrni A - wB, A - w, A,B,e V,weT*
o regularni vyrazy €,0,a,a + 3, a8, a*, (a)

1.2. Bezkontextové jazyky
o bezkontextové gramatiky, jazyk generovany gramatikou
»r Ao w, AeV,we (VUT)*
o zasobnikovy automat, trida jazykt prijimanych zasobnikovymi automaty
» PDA: (Q,%,T,6,q,, F)
— @@ — mnozina stavu
— X — vstupni abeceda
— I — zasobnikova abeceda
- 60:Qx (2U{e}) xI' = P(Q x I'*) — prechodova fce
— gy € @ — pocatecni stav
— Zy € I' — pocatecni zasobnikovy symbol
— F C @ — mnozina koncovych stavii



1.3. Rekurzivné spocetné jazyky
o gramatika typu 0
ra o wia,w € (VUT)*
e Turingiv stroj: (Q,%,T,9,qy, F)
» () — mnozina stavu
» 3 — vstupni abeceda
» I' — zésobnikova abeceda
» 0: (Q\NF)xT' = Q xT x {L, R} — prechodova fce
» gy € @ — pocétecni stav
» Be '\ X — symbol prazdné pasky
» F' C @ — mnozina koncovych stavi
¢ algoritmicky nerozhodnutelné problémy
» Halting problem/diagondlni jazyk
» PCP

1.4. Chomského hierarchie

 schopnost zarazeni konkrétniho jazyka do Chomského hierarchie (zpravidla sestrojeni
odpovidajictho automatu ¢i gramatiky)

2. Algoritmy a datové stuktury

2.1. Casova slozitost algoritmii
e Casova a prostorova slozitost algoritmu
» Casova slozitost: celkovy pocet kroki RAMu jako funkce délky vstupu f: N — R
» prostorova slozitost: rozsah indext pouzitych bunek paméti jako funkce délky vstupu
f N>R
o méreni velikosti dat
» jednotkova cena, neomezend ¢isla — da se hackovat prostorova slozitost kédovanim do
jednoho ¢isla
» jednotkova cena, konstantou omezend velikost ¢isel (a tim indexovatelné paméti)
» jednotkova cena, polynomem omezend velikost ¢isel (a tim indexovatelné paméti)
» logaritmicka cena, neomezend ¢isla — dobré, ale otrava s tim pocitat
» pomérnd logaritmickd cena, neomezend ¢isla — cena je pomér logaritmu velikosti vstupu
a Cisel, pro polynomy konstantni
o slozitost v nejlepsim, nejhorsim a primérném pripadé
o asymptoticka notace
» f€0(9) =3ng,c:Vn>nyf(n) <cg(n)
» f€Q(g9) =3Ing,c:Vn>nyf(n) >c
» f€O(g) =f€0(9) A feQg)

2.2. Tridy slozitosti
e tiidy P a NP

» P — tfida rozhodovacich problému reSitelnych v polynomidlnim case

» NP - L € NP kdyzz 3K € P,polynom g, VzL(z) =1 < Jy, |y| < g(|z|) : K(z,y) =1
o prevoditelnost problému, NP-tézkost a NP-tiplnost

» prevod — plati A — B, kdyz 3 funkce f: {0,1}* — {0,1}* takovd, ze Vz : A(x) =

B(f(z)) a f bézi v polynomidlnim case
» problém je NP-tézky, pokud na néj lze prevést libovolny problém v NP
» problém je NP-uplny, pokud je NP-tézky a v NP



o priklady NP-uplnych problému a prevod mezi nimi
» SAT — 3-SAT - priddvame nové literdly, (a V ) — (a V) A (—z V )
» 3-SAT — NzMna — klauzule tvori trojihélniky, spojujeme x s —x
» 3-SAT — 3,3-SAT — proménné rozdélime a zafidime stejné ohodnoceni koleckem
implikaci
» 3,3-SAT — 3D-parovani — proménnd se vyskytuje jen dvakrat — cyklus KDKD, Z
Couhaji, lze sparovat pouze Z naproti sobé, klauzule — KDZZZ

2.3. Metoda rozdél a panuj
e princip rekurzivniho déleni problému na podproblémy
» problém velikosti n rozdélime na dva podproblémy velikosti 3
e vypocet slozitosti pomoci rekurentnich rovnic
o Master theorem (kucharkova véta) (bez dukazu)

" Tn)=a- T(%) +0(ne)

= alOgbn + Q(nc) . (ﬁ)
— \b°
= nlOgba —+ @(nc) . (

» T'(n) = O(n°logn) pokud & =1

» T'(n) = ©(n°) pokud & <1

» T(n) = ©(n'*) pokud & > 1
o aplikace

» Mergesort

» nasobeni dlouhych ¢isel

B m:(A<<g>+B

y=(C<<g>+D

n n
zy = (AC < n)+ (AD < 5) + (BC < 5) + BD
(A+ B)(C + D) = AC + AD + BC + BD
2y = (AC < n) + ((A+ B)(C + D) — AC — BD) <<g+BD

2.4. Binarni vyhledavaci stromy

e vyhledavaci strom: kli¢ v kazdém vrcholu je vétsi nez vSechny klice levého podstromu a
mensi nez pravého

e operace s nevyvazovanymi stromy — show, find, min, insert, delete

e AVL strom: rozdil v hloubkach podstromu je max 1

2.5. Tridéni

e primitivni tridici algoritmy (Bubblesort, Insertsort)

e Quicksort — pivot p, < p, > p, rekurze

¢ dolni odhad slozitosti porovnavacich t¥idicich algoritmii
» nlogn



2.6. Grafové algoritmy
e prohledavani do sitky a do hloubky
» BF'S: déla vrstvy, hledd nejkratsi vzdalenost, pouziva frontu
» DFS: zpétnd hrana neni nikdy most, xyyx — dopfednd/stromovd, yxxy — zpétnd, yyxx —
pricna, xxyy — nenastane
o topologické tridéni orientovanych grafi
» sefadim podle poradi uzavirani v DFS, poradi bude opac¢né
o nejkratsi cesty v ohodnocenych grafech (Dijkstruv a Bellmanuv-Fordav algoritmus)
» obecny relaxacni algoritmus
» Dijkstra — halda vzdalenosti
» BF — fronta podle poradi oteviranych vrcholi — muze otevirat uz jednou zaviené vrcholy
o minimalni kostra grafu (Jarnikiv a Bortuvkuv algoritmus)
» Jarnikiv — priddvame nejmensi hranu mezi kostrou a zbytkem grafu
» Boruvkuv — zac¢indme s n kostrami, ke kazdé pridavame nejmensi hranu
» Kruskalav — za¢indme s n kostrami, vybirdme nejmensi hrany v celém grafu,
priddvame, netvori-li cyklus
o toky v sitich (Ford-Fulkerson algoritmus)
» hledame zlepsujici cesty, dostaneme maximalni ez dany nasycenymi cestami

3. Programovaci jazyky
Nékteré nasledujici body definuji varianty pozadavkil pro rizné individualni volby povinné
volitelnych predméti. Vyzaduje se zvladnuti vSech bodl bez oznaceni ® a zvladnuti vsech
bodu s oznadenim ® pro jeden z jazyku C#, C++ nebo Java.
e Koncepty pro abstrakci, zapouzdreni a polymorfismus.
» souvisejici konstrukty programovacich jazyku
— tfidy, rozhrani, metody, datové polozky, dédi¢nost, viditelnost
— ® zapouzdreni poskytované moduly v Javé

v

(dynamicky) polymorfismus, statické a dynamické typovani
» jednoducha dédi¢nost
— @ virtualni a nevirtudlni metody v C++ a C#
» vicendsobnd dédi¢nost a jeji problémy
— @ vicenasobna a virtualni dédi¢nost v C++
— @ interfaces a defaultni metody v Javé
— @ interfaces v C#
» implementace rozhrani (interface)
» vhodné pouziti uvedenych konceptu
e Primitivni a objektové typy a jejich reprezentace.
» Ciselné a vyctové typy
» ® ukazatele a reference v C++
— & je lvalue, && je rvalue
» @ hodnotové a referencni typy v C#
— value
 int, float, bool, char
e struct, enum, nullable
— reference
o class, interface, record, delegate (lambda)
e dynamic, object, string
» @ reference, imutabilni typy a boxing v C# a Javeé



— boxing: zabaleni value typu do objectu
o Generické typy a funkciondlni prvky (procedurdlnich programovacich jazyku).
» @ sablony (templates) a staticky polymorfismus v C++
» @ generické typy v Javé a C# (bez omezeni typovych parametri)
» @ typy reprezentujici funkce v C++, C#, nebo Javé
» lambda funkce a funkcionalni rozhrani
e Manipulace se zdroji a mechanizmy pro oSetteni chyb.
» sprava zivotniho cyklu zdroji v pripadé vyskytu chyb
- ® RAIl v C++
¢ Resource acquisition is initialization — spojuje lifetime objektu a néjakého
zdroje (mutexu, paméti)
— ® using v C#
e jako with v pythonu
— @ try-with-resources v Javé
» konstrukce pro obsluhu a propagaci vyjimek
o Zivotn{ cyklus objektit a sprava paméti.
» alokace (alokace statickd, na zasobniku, na haldé)
» inicializace (konstruktory, volani zdédénych konstruktori)
» destrukce (destruktory, finalizétory)
» explicitni uvolnovani objektt, reference counting, garbage collector
e Vldkna a podpora synchronizace.
» reprezentace vldken v programovacich jazycich
» specifikace funkce vykonavané vldknem a zdkladni operace na vlakny
» Casove zavislé chyby a mechanizmy pro synchronizaci vlaken
e Implementace zakladnich prvka objektovych jazyki.
» zakladni objektové koncepty v konkrétnim jazyce
» implementace a interni reprezentace primitivnich typu
» implementace a interni reprezentace slozenych typu a objektu
» implementace dynamického polymorfismu (tabulka virtuélnich metod)
o Nativni a interpretovany béh, rizeni prekladu a sestaveni programu.
» reprezentace programu, bytecode, interpret jazyka
» just-in-time (JIT) a ahead-of-time (AOT) preklad
» proces sestaveni programu, oddéleny preklad, linkovani
» staticky a dynamicky linkované knihovny
» béhové prostredi procesu a vazba na operacni systém

4. Architektura pocitact a operacnich systému
o Zakladni architektura pocitace, reprezentace ¢isel, dat a programu.
» reprezentace a pristup k datiim v paméti, adresa, adresovy prostor
» uklddani jednoduchych a slozenych datovych typu
» zakladni aritmetické a logické operace
o Instrukéni sada, vazba na prvky vyssich programovacich jazyku.
» Implementovat bézné programové konstrukce vyssich jazyku (prirazeni, podminka,
cyklus, volani funkce) pomoci instrukei procesoru
» Zapsat béznou konstrukei vyssiho jazyka (prifazeni, podminka, cyklus, volani funkce),
kterd odpovida zadané sekvenci (vysvétlenych) instrukei procesoru
e Podpora pro béh operac¢niho systému.
» privilegovany a neprivilegovany rezim procesoru



» jddro operacniho systému
e Rozhrani perifernich zafizeni a jejich obsluha.

» Popsat roli fadice zafizen{ pii programem fizené obsluze zafizeni (PIO), pro zadané
adresy a funkce vstupnich a vystupnich portu implementovat programem rizenou
obsluhu zadaného zafizeni (mys, disk)

» Popsat roli preruseni pii programem fizené obsluze zarizeni (PI0), na trovni vykonévani
instrukei popsat reakci procesoru (hardware) a operacniho systému (software) na zadost
o preruseni

o Zakladni abstrakce, rozhrani a mechanizmy OS pro béh programi, sdileni prostredku a
vstup/vystup.
» neprivilegované (uzivatelské) procesy
» sdileni procesoru
— procesy, vlakna, kontext procesu a vlakna
— prepinani kontextu, kooperativni a preemptivni multitasking
— planovani béhu procesu a vldken, stavy vlakna
» sdileni paméti
— Vysvétlit rozdil mezi virtualni a fyzickou adresou a identifikovat, zda se v zadaném
kontextu ¢i fragmentu kédu pouziva virtudlni nebo fyzickd adresa

— Na zadaném prikladu identifikovat a vysvétlit vyznam komponent virtualni a fyzické
adresy (¢islo stranky, ¢islo ramce, offset)

— Pro konkrétni adresy a obsah jednoturovnové strankovaci tabulky resit tlohy prekladu
adres

— Vysvétlit roli virtualnich adresovych prostorii v ochrané paméti procesu a vldken

» sdileni tlozného prostoru
— soubory, analogie s adresovym prostorem
— abstrakce a rozhrani pro praci se soubory

e Paralelismus, vlakna a rozhrani pro jejich spravu, synchronizace vlaken.

» Casové zavislé chyby (race conditions)

» kriticka sekce, vzdjemné vylouceni

» zdkladni sychroniza¢ni primitiva, jejich rozhrani a pouziti
— zamky
— aktivni a pasivni cekani

. Systémové programovani

1. Architektura pocitacu
e Vykonnost pocitace a procesoru, metriky a omezeni
» Vyjadrit a na prikladech demonstrovat vztah mezi dobou béhu programu a metrikami na
urovni architektury (CPI, IPC)
» Popsat vliv instrukéniho mixu na hodnoty metrik CPI a TPC, identifikovat typické
hodnoty CPI a IPC
— nékteré instrukce jsou rychlejsi nez jiné, aritmetika typicky 1 CPI, jumpy 3
CPI, load 5 CPI, ALE, ¢asto ma vliv i paralelismus

» Formulovat Amdahliav zakon a pouzit ho pro odhad limitu zrychleni diky paralelismu

t )
. j— paralelizable
tpara - tnon—paralelizable + n

e Zpracovani instrukci procesorem, paralelismus, predikce a spekulace
» Na diagramu datové cesty procesoru vysvétlit postup zpracovani zédkladnich instrukei
(add, load, store, branch)



» Popsat kroky vykonané procesorem pro obsluhu preruseni a obsluhu vyjimek
— zastaveni, identifikace priciny, ulozeni stavu, skok na handler

» Na prikladu kdédu popsat zietézené zpracovani (pipelining), identifikovat datové
zavislosti a popsat jejich reseni, odhadnout zrychleni

» Popsat zretézené zpracovani (pipelining) za pritomnosti (také podminénych a
nepiimych) skokt, popsat a na prikladu identifikovat rozhodnuti zakladnich prediktort
(saturating counter), popsat spekulativni vykonavani kodu a jeho vliv na vykon

» Popsat rozdil mezi hardware cores a hardware threads a jeho vliv na vykon
— core — vice-méné oddéleny procesor
— thread — vlastni kontext (virtudlni registry, PC), sdilend ALU, vétsina ostatniho

o Architektura pamétového subsystému, architektura cache

» Pouzit metriky hit ¢i miss ratio a access latency pro odhad rychlosti pristupu do paméti

» Pro zadanou architekturu (pfimo mapovand, mnozinové ¢i plné asociativni) a relevantni

parametry (velikost, stupen asociativity, victim replacement policy) cache a zadanou
sekvenci pristupt do paméti uréit chovani cache (hit/miss, 3C model, obsazeni
konkrétnich cache lines)
— CCC - cold, capacity, conflict

» Diskutovat roli vrstev ve vicetiroviiové architekture cache a identifikovat obvyklé
parametry vrstev
— L1 - 64K (per core), L2 — 512K (per core or 2), L3 — 32M (per CPU)

e Multi-core a multi-socket systémy, koherence cache

» Na diagramu identifikovat UMA a NUMA architektury
— (non-)uniform memory access

» Popsat zaruky poskytované mechanismy cache coherence pti pristupu do paméti

» Popsat a na piikladech ilustrovat fungovani cache coherence protokola (IV, MSI, MEST)

» Popsat a na prikladech kédu ilustrovat false sharing

0

Operacni systémy
e Spousténi procest, dynamicky linkované knihovny, volaci konvence

» Pouzit systémové API (fork, exec, join ...) pro spusténi a (pockani na) ukonéeni procesu

» Pouzit pthread API (pthread_ create, pthread_join ..) pro spusténi a (pockani na)
ukonceni vlakna
— int pthread create(pthread t *thread, const pthread attr t *attr, void
*(*start_routine) (void *), void *arg)
— int pthread join(pthread t thread, void **retval);
» Identifikovat statické a dynamické linkovani, pouzit obvyklé néstroje pro vytvoreni
staticky a dynamicky linkovaného programu
— gcc -static
» Pouzit obvyklé nastroje pro identifikaci linkovanych symboli, identifikovat externi a
exportované symboly
— ldd <binary>
» Porovnat pouziti a rezii statického a dynamického linkovani
— statické — + d& se optimalizovat, - velké, kdyz se nezoptimalizuje, musi se
prekompilovat pri aktualizaci
— dynamické — (potencidlné) malé binarky
» Identifikovat na ukazkach kdédu pozicné zavisly a poziéné nezavisly program, pouzit
prekladac¢ pro vytvoreni takového programu
— gcc -no-pie



» Identifikovat a vysvétlit pouziti absolutnich adres pro adresaci proménnych na ukéazkéich
kédu
» Identifikovat a vysvétlit pouziti relativnich adres pro adresaci proménnych na ukazkach
kédu
» Porovnat pouziti a rezii absolutni a relativni adresace
» Popsat obvyklé umisténi argumentti, proménnych a dalsich informaci na zasobniku
programi
» Popsat obvyklé pouziti registrii procesoru uvniti funkci a pri volani funkci
Paralelismus a synchronizace na multiprocesorech
» Popsat a sestavit priklad race condition nad sdilenym citacem s pouzitim interleaving
sémantiky béhu programu
» Popsat a sestavit piiklad race condition nad sdilenym seznamem s pouzitim interleaving
sémantiky béhu programu
» Popsat sémantiku prostiedkt pro implementaci synchronizace na multiprocesorech (IPI,
T&S, CAS, LL/SC)
— IPI — interprocessor interrupt
— T&S — test and set (atomické ,zapis hodnotu a vrat puvodni“) (lol mélo by to byt
spis set and test)
— CAS - compare and swap (atomické ,,zapis hodnotu x, pokud je tam pravé zapsané
")
— LL/SC - load-link/store-conditional (dvé instrukce, prvni na¢te hodnotu a druha
zapiSe, pouze pokud na danou pamét nikdo od té doby neséhl)
» Implementovat spin lock s pouzitim zadaného prostredku (T&S, CAS, LL/SC)
» Implementovat blokujici zdmek s pouzitim rozhrani futex
— futex — fast userspace mutex, atomic ints in userspace, syscalls only when needed
Rozhrani pro synchronizaci
» Popsat sémantiku atomickych typu, bariér, zamkt, semaforu, condition variables jako
néstroju pro synchronizaci
» Pouzit zadany néstroj (atomické typy, bariéry, zamky, semafory, condition variables) pro
odstranéni race condition v ukazkach kédu
» Pouzit zadany néstroj (atomické typy, bariéry, zamky, semafory, condition variables) pro
implementaci problému producent-konzument
Sprava paméti na multiprocesorech, alokatory, garbage collection
» Na zadaném prikladu datovych struktur heap alokatoru popsat jeho funkci a odhadnout
prostorovou a ¢asovou rezii
» Na zadaném prikladu obsahu heapu demonstrovat algoritmy mark and sweep a copying
garbage collection
— mark and sweep — oznac¢im a pak uklizim
— copying gc — pouzivané objekty rovnou kopiruju do druhé ptlky paméti
» Ovlddat souvisejici terminologii (heap, mutator, collector, reachability, garbage)
Rozhrani pro praci se soubory, pamétové mapované soubory
» Pouzit systémové API (open, seek, read, write, close, readv, writev, mmap) pro praci se
soubory
— readv / writev — vice sekvencnich ¢teni/zépisu do seznamu buffera a velikosti (jeden
syscalll)
» Popsat interakci systému soubort a spravy paméti pri pristupu k souborim pomoci
mapovani (mmap)



— void *mmap(void addr[.length], size t length, int prot, int flags, int fd,
off t offset);
e addr bude typicky 0, kernel pickne
e Interni struktura zdkladnich systému soubort
» Vyjmenovat obvykld metadata asociovana se souborem
» Na zadaném prikladu datovych struktur systému souboru (FAT, inode, extent, dentry,
bitmap) popsat realizaci operaci se souborem (open, read, write)
e Princip komunikace mezi periferiemi a opera¢nim systémem
» Popsat a na prikladech kédu identifikovat jednotlivé kroky obsluhy Zadosti o preruseni
od zarizeni
» Popsat omezeni nastroju pro synchronizaci uvnir kédu obsluhujiciho zZadosti o preruseni
» Popsat jednotlivé kroky prenosu dat mezi zafizenim a paméti pii pouziti DMA

3. Pocitacové sité
e Linkova vrstva, adresace v Ethernetu
» Vysvétlit zdkladni vlastnosti a tkoly vrstvy sitového rozhrani
MAC adresy a jeji vyznam
» Propojovaci zafizeni na trovni linkové vrstvy, prepinace (switch)
— Popsat princip ¢innosti linkového rozhrani (pfijiméani, zpracovani a odesildni rdmct)
— Popsat principy zékladni optimalizace sitového toku (filtrovani, cileny forwarding,
metoda zpétného uceni)
o Sitova vrstva, adresace v IPv4 a IPv6, statické smérovani, NAT
» Vysvétlit zdkladni vlastnosti a tikoly sitové vrstvy a jeji ndvaznost na vrstvy sitového
rozhrani (hop-to-hop komunikace, pfimé vs. nepfimé doruc¢ovani)
» Vymezeni problému smérovani (routing) a predévani (forwarding), smérovaci tabulky
— Vysvétlit na prikladu strukturu zaznamt ve smérovacich tabulkich a vyznam
jednotlivych polozek
— Na zadaném piikladu sité (topologie, adresy, obsahy tabulek) popsat postup
zpracovani (doruceni) konkrétniho IP datagramu
» IP adresy (v4 i v6)
— Vysvétlit pojem IP adresa a sitovd maska a jejich vyznam pro sitovou vrstvu
(dorucovani datagramu)
— Popsat zpusob pridélovani IP adres a specidlni prostory adres (privatni adresy,
multicast)
— Popsat na konkrétnim problému moznou aplikaci NA(P)T prekladu a vysvétlit jeho
uzitec¢nost vs. nevyhody
— Na pfikladu dané sité s pouzitim NA(P)T vysvétlit pruchod datového paketu z vnitini
sité do vnéjsi a naopak
» Protokol IPv4, zédkladni vlastnosti, struktura IPv4 datagramu
— Na prikladu identifikovat hlavni polozky hlavicky (verze, time-to-live, protokol,
kontrolni soucet, adresy)
— Na daném prikladu hlavicek datagramu (a konfigurace routeru) vysvétlit, jak bude
datagram zpracovan

Véetné atypickych situaci jako je napr. zahozeni datagramu
— Vysvétlit zakladni princip fungovani nastroje traceroute

Popsat princip IPv4 fragmentace (s navaznosti na hlavicky IP datagramu) a
navrhnout alespon jeden postup, jak se fragmentaci vyhnout



» Protokol ICMPv4, jeho tcel a pouziti, zakladni typy zprav, fungovani nastroje Ping

» Popsat protokol ARP a jeho vyznam pro interakci mezi sitovou a linkovou vrstvou

» Popsat protokol DHCP (jak probiha pridélovani adres)

Transportni vrstva, adresace v TCP a UDP, spolehlivost, fizeni toku

» Vysvétlit zdkladni vlastnosti a ikoly transportni vrstvy a nejdulezitéjsi protokoly a
koncepty (TCP, UDP, porty)

» Vysvétlit zptsoby alokace portii, uvést priklady dobre znamych porta

vvvvv

vvvvv

souvislost tohoto paketu s prenasenym proudem dat

» Popsat algoritmy navazovani a ukonc¢eni spojeni v TCP (three-way handshake)

» Popsat princip fizeni toku (flow control) a predchéazeni zahlceni (congestion control) v
TCP, uvést konkrétni priklad, jak mtze dojit k zahlceni a jak se s tim TCP vyporada

» Vysvétlit, jak ovliviiuje dynamicky preklad adres (NAPT) obsah hlavicek TCP a UDP
paketu

Aplika¢ni rozhrani a abstrakce pro sitovou komunikaci

» Napsat pseudo-kdd ¢ésti sitové aplikace (klient nebo server) fesici zadany problém s
pouzitim socket API (napf. staticky web server)

» Na prikladu vysvétlit jednotlivé ¢asti URI/URL a jejich vyznam

» Popsat princip fungovani systému DNS a DNS protokolu (zdkladni typy a vyznam
zdznamu, zény, DNS servery, vyfizovani DNS dotazl, bezpecnostni rizika)

» Popsat jednotlivé (sitové) kroky (napt. preklad doménového jména na IP adresu,
navazani spojeni na konkrétnich portech, odeslani a prijem zprav s konkrétnim obsahem,
..), které musi dobfe znam4 sitova aplikace (prohliZe¢, mailovy klient, ..) provést, kdyz
vykonava svou ¢innost (zobrazuje stranku, odesild mail, ...)

Zabezpeceni komunikace, autentizace, sifrovani

» Popsat jednoduché metody detekce poskozenych bloku (kontrola parity, kontrolni
soucty) s uvedenim konkrétnich pfikladt na ruznych vrstvich

» Popsat principy a typy firewallu (co resi a jak se konfiguruji)

» Na konkrétnim prikladu problému (a konfigurace sité) doporucit vhodné zabezpeceni
(nastaveni firewallt, demilitarizovand zoéna, aplikaéni brany)

» Popsat zakladni principy symetrického a asymetrického Sifrovani, vyznam pouziti
certifikiti, zabezpeceni sitové komunikace SSL/TLS

Prekladace

Lexikalni analyza

» Pouzit regularni vyraz pro definici lexikalniho elementu
elementt (napf. fetézec s escape-sekvencemi)

Syntaktickd analyza

» Transformovat opakovani a alternativy (napf. v syntaktickych diagramech) na
bezkontextovou gramatiku

» Zapsat gramatikou typické konstrukce programovacich jazyku

» Odstranit nejednoznacnosti v gramatice (napt. if-then-else)

» Odstranit LL(1) konflikty v gramatice (napf. leva rekurze)

Sémanticka analyza

» Definovat pomoci atributii propojeni lexikalni a syntaktické analyzy



» Pouzit syntetizované atributy (napft. bison) pro predéni mezivysledku (napt. pri
vyhodnocovani vyrazu)
konstrukci
e Mezikod
» Zkonstruovat control-flow graf pro danou proceduru (v C++ nebo v C#/Java)
» Prepsat usek zdrojového kédu (v C++ nebo v C#/Java) do zvoleného mezik6du

5. Pokrocilé programovaci jazyky

Nékteré nasledujici body definuji varianty pozadavki pro ruzné individualni volby povinné
volitelnych predméti. Vyzaduje se zvladnuti vSech bodl bez oznaceni ® a zvladnuti vsech
bodu s oznacenim ® pro jeden z jazyktu C#, C+4 nebo Java. Déale tato specializace vyzaduje
zvladnuti spole¢nych pozadavku z informatiky v sekci Programovaci jazyky ve stejné
variante.

e Pokrocilé vyuziti generickych typl a metod
» ® Vysvétlit fungovani generickych typa a metod s typovym omezenim (constraints) v
C# nebo Javé
» ® Umét vhodné implementovat generické typy a metody s typovym omezenim v C#
nebo Javé
» ® Umét implementovat Sablony (templates) typtu a funkei, a vhodné vyuzit konceptu
duck-typingu v C++
» ® Vyuzit parcidlni specializaci na vhodnych piikladech v C++
» ® Aplikovat perfect-forwarding a variadické sablony v C++
o Funkciondlni prvky
» Lambda vyrazy, closure, a variable capture
— @ Vysvétlit fungovani type inference pro parametry a navratovou hodnotu lambda
vyrazti v C#, C++ nebo Javé
— ® Vysvétlit princip fungovani a rozdily mezi capture-by-copy, capture-by-reference, a
no-capture sé- mantikami v C++
— Na prikladu umét zvolit vhodny zpusob variable capture
— ® Vysvétlit princip fungovani, vyhody a nevyhody capture-by-“move-to-closure”
sémantiky v C#
— Umét ukdzat nutnost ruéni emulace capture-by-value
— ® Vysvétlit princip fungovani variable capture a potfebu final nebo “effectively final”
zachycenych proménnych v Javé
e Paralelni a asynchronni programovani
» Vysvétlit vyhody a nevyhody thread a task-based concurrency
— Vysvétlit princip thread poolu
— ® Vhodné vyuzit typt Task, Task<T> a ThreadPool misto vlaken v C#
— ® Vhodné vyuzit taski pomoci std::async misto vldken v C++
— ® Vhodné vyuzit exekutory a fork/join pool misto vldken v Javé
» @ Vysvétlit koncepty future a promise a jejich vyuziti v asynchronnim programovani v
C#, C++ nebo Jave
— ® Umét implementovat a vyuZivat asynchronni metody vracejici svij budouci
vysledek ve formé future v C#, C++ nebo Javé
— ® Umét implementovat asynchronni kéd, ktery si drzi informaci o slibeném vysledku
ve formé promise, a umi tento promise naplnit v C#, C++ nebo Javeé
» Vysvétlit koncept coroutine a moznosti jeho vyuziti



— Vysvétlit v kontextu coroutine princip a moznosti vyuziti kooperativniho
multitaskingu a vysvétlit jeho vyhody a nevyhody oproti preemptivnimu
multitaskingu

— ® Umét implementovat coroutine a pouzit v zadaném piikladu pfipravenou coroutine
v C++ nebo Javé

— © Vyuzit iteratorovych metod pro implementaci coroutines a vyuzit takové coroutines
na prikladu v C#

public IEnumerator<T> GetEnumerator() {
for (int i = 0; i < Count; i++) {
yield return this[i];
}
}

IEnumerator IEnumerable.GetEnumerator() {
return GetEnumerator();
}
— ® Vyuzit asynchronni metody s await pro implementaci coroutines a vyuzit takové
coroutines na prikladu v C#
» Synchronizac¢ni primitiva
— Definovat sémantiku a vysvétlit princip pouziti podminkové proménné, resp. monitoru
— ® Vyuzit podminkové proménné, resp. monitory, v C#, C++ nebo Javé pro feseni
zédkladnich synchro- niza¢nich problému (napr. producent-konzument)
e lock (_obj) {
while (unsafe_to do crimes) {
Monitor.Wait(_obj);
}

Crimes.Do();
}
e Monitor.Enter( _obj);
while (unsafe to _do crimes) {
Monitor.Wait(_obj);
}

Crimes.Do();
Monitor.Exit();
— Definovat sémantiku a vysvétlit princip pouziti semaforu
— ® Vyuzit semafori v C#, C++ nebo Javé pro feseni zdkladnich synchronizac¢nich
problému (napt. producent-konzument)
e Vyznamné prvky standardnich knihoven a jejich aplikace
» Zékladni sitovani pomoci socketti
— ® Umét implementovat klientskou aplikaci pomoci TCP sockettt v C#, C++ nebo
Javeé

e int main () {

int server socket = socket (AF_INET, SOCK STREAM, 0); // always AF INET,
SOCK_DGRAM for UDP

struct sockaddr_in server_address;

server_address.sin_family = AF_INET;

server _address.sin _addr.s addr = htonl (INADDR _ANY); // 0.0.0.0

server_address.sin _port = htons (HTTP_PORT);

bind (server socket, (struct sockaddr *) &server address, sizeof
(server_address));



listen (server_socket, 0);
while (true) {
struct sockaddr_in client address;
socklen_t client address size = sizeof (client_address);
int client socket = accept (server socket, (struct sockaddr *)
&client address, &client address size)
char *page = "<HTML><BODY>Hello,!</BODY></HTML>";
write (client socket, page, strlen (page));
shutdown (client socket, SHUT RDWR);
close (client socket);
}
}

— s = socket();

bind(s, addr, sizeof(addr));

listen(s, 0);

while (true) {
accept(s, &client addr, &caddr_size);
/* do stuff */
/* shutdown(s, SHUT RDWR); */
close(s);

}

— ® Umét implementovat serverovou aplikaci pomoci TCP sockett v C#, C++ nebo
Javé
— ® Vyuzit na jednoduchém piikladu UDP sockety pro komunikaci mezi aplikacemi v
C#, C++ nebo Javeé
» ® Vyuzit koncept asynchronniho programovani v tvorbé sitovych aplikaci v C#, C++
nebo Javé

6. Navrh a tvorba software

6.1. Doporucené postupy
e Principy objektového navrhu
» Abstrakce, zapouzdieni, SOLID principy a jejich aplikace, dekompozice
— S — single responsibility
— O — open-closed — d4 se rozsifovat bez modifikace (implement changes by adding
code)
— L — Liskov substitution — pokud umim pracovat se zviratky, mél bych umét pracovat i
s kockou, i kdyz nevim, co to je kocka
e expect no more, provide no less
— I — interface segregation — interfacy by mély byt specifické
— D — dependency inversion — zavislosti by mély prochazet pres abstrakce, high-level
nezavisi na lowlevelu, lowlevel si definuje abstrakeci, oba zavisi na abstrakei (interface-
-implementace)
» Predpoklada se schopnost identifikovat poruseni principti v navrhu a navrhnout zmény
vedouci k naprave
e Navrh API, tiid a metod
» Rozhrani aplikaci (API) a poskytovatela sluzeb (SPI), evoluce rozhrani
» Navrh trid, dédi¢nost a kompozice, immutability
» Névrh metod, zohlednéni t¢elu/zodpovédnosti, funkéni dekompozice
» Testovatelnost tiid a metod, navrh pro testovatelnost
e Navrhové vzory



>

>

>

6.2.

Strategy, Observer, Decorator, Factory, Adapter, Facade
Identifikace principt objektového nédvrhu v navrhovych vzorech
Struktura, zameér (intent) a aplikace zékladnich navrhovych vzoru

Programovani v paralelnim prostredi

o Paralelni programovani, pamétovy model.

e Atomické operace a neblokujici datové struktury.

6.3.

Nastroje pro vyvoj software

e Sprava verzi

>

>

>

Popsat ucel a pouziti systému pro spravu verzi pii vyvoji rozsdhlého software a praci v
tymech (typicky nabizené funkce téchto systému a jejich pouziti pro reseni béznych
situaci)

Popsat bézné zpusoby integrace verzovacich systému s nastroji pro spravu projektu
Vysvétlit hlavni koncepty (lokdlni a vzdélené repozitére, pracovni kopie (working copy),
commit, vétve)

Popsat a pouzit operace clone, pull, push, add, diff, commit, branch, merge, log, blame
néstroje git

Popsat koncept feature branch v kontextu procesu vyvoje a udrzovani software
Vysvétlit konflikty mezi verzemi, divody vzniku a zplisoby Feseni

e Systémy pro sestavovani software

>

>

Popsat hlavni ucel a typicky nabizené funkce
Vysvétlit hlavni koncepty (cil, zavislosti, akce)

e Nastroje pro testovani software

>

Popsat hlavni koncepty (test, pokryti, jednotkové testovani, integracni testovani,
systémové testovani, black box, white box)

Popsat a na ukazkach kédu identifikovat typickou strukturu testu (set up, tear down,
execute and validate)

Vysvétlit omezeni béznych testovacich postupiti a zdkladni moznosti reseni

Popsat zplisoby automatizace testovani
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